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Résumé. Introduits par von Neumann en 1951, les ensembles K-spectraux permettent
d’estimer la norme des fonctions de matrices grace au supremum de ces fonctions. Au
cours de cet exposé, je parlerai d’exemples classiques d’ensembles K-spectraux et du role
que joue la constante de Kreiss dans 1’étude des ensembles K-spectraux.

Mots-clés. Ensembles K-spectraux, constante de Kreiss.

Abstract. Introduced by von Neumann in 1951, K-spectral sets allow us to estimate
the norm of the functions of matrices with the help of the sup norm of these functions.
In this presentation, I will talk about classical examples of K-spectral sets and the role
that the Kreiss constant plays in the study of K-spectral sets.
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Estimer la norme des fonctions de matrices ou opérateurs joue un role essentiel dans de

nombreux domaines des Mathématiques pures et appliquées, tels que I’Algebre Linéaire
(numérique), I’Analyse Fonctionnelle et 1’Analyse Numérique. Pour les opérateurs nor-
maux, le spectre fournit de précieuses informations sur la norme du calcul fonctionnel.
Cependant, la situation est tres différente pour les opérateurs non normaux.
Introduits par von Neumann en 1951, les ensembles K-spectraux permettent d’estimer la
norme des fonctions de matrices grace au supremum de ces fonctions. Précisément, on
dira qu'un ensemble 2 C C est un ensemble K-spectral pour une matrice T si o(T) C Q
et si pour toute fonction rationnelle f bornée sur €2, on a

15D < K supl /()]

Lorsque cette égalité est vraie pour K = 1, on dira simplement que €2 est un ensemble
spectral pour 7.

Un exemple tres classique d’ensemble spectral est fourni par 'inégalité de von Neumann
qui stipule que si une matrice 7' est une contraction (i.e. |7']] < 1), alors pour tout
polynéme p, on a
Ip(T)|| < sup [p(2)].
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Autrement dit, D est un ensemble spectral pour toute matrice de contraction (et plus
généralement pour toute contraction agissant sur un espace de Hilbert). Plus générale-
ment, on sait que D est un ensemble 2-spectral pour une matrice 7 dés que son image
numérique, définie par W(T) = {(Tx,z),||z| = 1}, satisfait W(T) C D. Ce résultat est
une conséquence de deux résultats: un théoreme de dilatation de Berger et d'une con-
séquence directe d'un résultat d’Okubo et Ando.
Lorsque le disque unité est un ensemble K-spectral pour une matrice ou un opérateur
T, il est assez simple de constater que T va satisfaire deux propriétés: T est a puissance
bornée, c’est-a-dire sup,,~ ||7"|| < oo et T" est Kreiss bornée, ¢’est-a-dire que sa constante
de Kreiss, définie par
Kr(D) = sup (ju] = 1)l (wl =)~
|w|>1
vérifie Kr(D) < co. En 1962, Kreiss a montré que, pour une matrice, ces deux propriétés
sont en fait équivalentes. Une estimation entre le suprémum des puissances et la constante
de Kreiss peut étre déduite de la preuve de Kreiss et celle-ci a été améliorée au cours des
années qui ont suivi jusqu’a donner celle qu’on connait sous le nom de théoréeme matriciel
de Kreiss dii a Spijker. Cette derniere stipule que pour une matrice 7' de taille N x N,
on a
Kr(D) <sup |[T"]] < eNKr(D).
n>0
En 2005, Vitse a montré que, dans le cas matriciel, une matrice Kreiss bornée avait
toujours le disque comme ensemble K-spectral en montrant que pour une matrice T Kreiss
bornée de taille N x N et pour toute fonction f € A(ID), on a que

AT < 2K (D) sup |£(2)]

zeD

Mais qu’en est-il pour des domaines généraux?

Une généralisation géométrique naturelle de la constante de Kreiss pour un domaine (2
est définie par
Kr(Q) = supdist(z,Q)||(z] —T)7.
2¢Q

Il est facile de voir que si € est un ensemble K-spectral pour T, alors Kr(€) < oo.
Etant donné que dans le cas ot  est un disque, cette condition implique qu'il s’agit d’un
ensemble K-spectral pour la matrice T, il est naturel de se poser la question suivante:
Sous quelle(s) condition(s) sur €2 a-t-on que pour toute matrice 7" telle que Kr(€2) < oo,
il existe une constante K telle que €2 soit K-spectral pour 1?7

Dans un papier publié en 1999, Toh et Trefethen ont obtenu des estimations sur les
polynomes similaire au théoreme de Kreiss mais faisant apparaitre le degré des polynémes
dans la majoration. Dans un article publié¢ en 2022, j’ai obtenu une inégalité similaire
a celle de Toh et Trefethen pour les fonctions rationnelles. Précisément, si 0 est C?, il



existe une constante Cq ne dépendant que de €2 telle que pour toute fonctions rationnelles
f bornée sur €2, on a que

[F(T)II < (1 +deg f)Cakr(2) Sup | f]-

Bien que cela ne permet pas de déduire que ) est K-spectral pour une matrice 1T', une
adaptation de la méthode pour pour l'obtenir permet de montrer que, sous certaines
conditions supplémentaires sur €2, une inégalité de la méme forme est vérifiée ou le terme
(1+deg f) est remplacé par la taille de la matrice. Précisément, sous certaines conditions
supplémentaires sur €, il existe une constante Cq telle que, pour toute fonction f €
H>(Q) et toutes matrices T € My(C), on a

1A (D) < NCakr(2) sup | f].

Je terminerai mon exposé par expliquer brievement comment les obtenir, quelles adap-
tations faire pour obtenir la derniere inégalité ainsi que les contraintes sur €2 que cela
donne.
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