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Résumé. Le premier objectif est de donner une classification complète (à bi-
holomorphismes Réels) des surfaces de Hopf primaires Réelles pH, sq, et, pour
chaque paire de ce type, de décrire en détail le groupe AuthpH, sq des auto-
morphismes holomorphes Réels.

Notre deuxième objectif est la classification des surfaces de Hopf primaires
Réelles à difféomorphismes équivariants, ce qui nous permettra de décrire ex-
plicitement dans chaque cas le lieu réel HpRq “ Hs et le quotient H{xsy.

Définition 0.1. Soit V un espace vectoriel réel. Une structure presque complexe
sur V est un endomorphisme J P EndpV q, vérifiant J2 “ ´idV .

Soit pV, Jq un espace vectoriel réel muni d’une structure presque complexe. La
multiplication C ˆ V Ñ V définie par

px ` iyq.v “ xv ` yJpvq

donne une structure de C-espace vectoriel sur V . Réciproquement, si V est un C-
espace vectoriel, alors l’endomorphisme J P EndRpV q défini par Jpvq “ iv définit
une structure presque complexe. En conclusion

Remarque 0.2. Soit V un espace vectoriel réel. Les données suivantes sont équiva-
lentes :

(1) Une structure d’espace vectoriel complexe qui étend sa structure d’espace
vectoriel réel.

(2) Une structure presque complexe sur V .

Définition 0.3. Soit M une variété différentiable réelle de dimension 2n. Une
structure presque complexe sur M est la donnée d’une application différentiable J ,
qui à chaque point x P M associe une structure presque complexe Jx P EndpTxMq.
Une variété presque complexe est une paire pM,Jq, où J est une structure presque
complexe sur M .

La condition de différentiabilité peut être formulée de la manière suivante :
une carte locale f : Uf Ñ Vf Ă R2n induit une famille de champs tangents
pξ1, ...., ξ2nq sur Uf telle que pour tout x P Uf , la famille pξ1pxq, ...., ξ2npxqq est une
base de TxUf . En exprimant TxUf dans cette base, on obtient une matrice carrée
Jf pxq P M2n,2npRq. La différentiabilité de J est équivalente à la différentiabilité de
l’application

Jf ˝ f´1 : Vf Ñ M2n,2npRq

pour toute carte f de M .
Une question naturelle se pose : Soit pM,Jq une variété presque complexe. Est ce

que J est associée à une structure complexe (donc à un atlas maximal holomorphe)
sur M ? La réponse est donnée dans le théorème fondamental suivant :
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Théorème 0.4. Soit pM,Jq une variété presque complexe. La structure presque
complexe J est associée à une structure complexe (donc à un atlas maximal holo-
morphe) sur M ssi le tenseur de Neijenhuis NJ : χpMq ˆ χpMq Ñ χpMq de J
définit par

NJpX,Y q “ 2prJX, JY s ´ rX,Y s ´ JrX, JY s ´ JrJX, Y sq

est nul. Dans ce cas, J est une structure presque complexe intégrable.

Ici on a noté par χpMq l’espace des champs tangents sur M , i.e. l’espace des
sections du fibré tangent TM Ñ M .

Réciproquement, on a :
Toute variété complexe pX,Aq où A est un atlas holomorphe maximal sur X est

naturellement munie d’une structure presque complexe surX. En effet, soient x P X
et f : Uf Ñ Vf P A une carte de X tel que x P Uf . L’application tangente f˚x :
TxX Ñ Cn induit une structure d’espace vectoriel complexe (donc une structure
presque complexe) sur TxX qui ne dépend pas de choix de f .

Définition 0.5. Soient X, X 1 deux variétés complexes, et J , J 1 les structures
presque complexes associées.

(1) Une application φ : X Ñ X 1 est dite holomorphe si @x P X et @v P TxX,
on a φ˚pJpvqq “ J 1pφ˚pvqq.

(2) Une application φ : X Ñ X 1 est dite anti-holomorphe si @x P X et @v P
TxX, on a φ˚pJpvqq “ ´J 1pφ˚pvqq.

Soit X une variété complexe, et soit J la structure presque complexe holomorphe
(intégrable) sur sa variété différentiable sous-jacente X, définissant sa structure
complexe. On va noter par X̄ la variété complexe définie par ´J . Remarquons que
la donnée d’un isomorphisme anti-holomorphe X Ñ X est équivalente à la donnée
d’un biholomorphisme X Ñ X̄.

On introduit maintenant la notion fondamentale de cette présentation :

Définition 0.6. Une structure Réelle sur X est une involution anti-holomorphe
sur X. Une variété complexe Réelle est une paire pX, sq composée d’une variété
complexe et d’une structure Réelle sur celle-ci.

Le lieu réel d’une variété complexe Réelle pX, sq est simplement le lieu fixe Xs “
tx P X{spxq “ xu de sa structure Réelle.

Exemple 0.1. Comme exemples des variétés complexes Réelles, on a

(1) Cn muni de la conjugaison complexe c.

(2) Pour la droite projective complexe P1
C, nous avons deux classes d’isomor-

phismes :

(a) P1
C muni de la structure Réelle standard φ : rZ0, Z1s Ñ rZ0, Z1s, donc

XpRq “ P1
R est un cercle.

(b) P1
C muni de la structure Réelle quaternionique φ : rZ0, Z1s Ñ r´Z1, Z0s,

donc XpRq “ H.

Définition 0.7. Soient pX, sq, pY,σq deux variétés complexes Réelles. Un isomor-
phisme pX, sq Ñ pY,σq est un biholomorphisme g : X Ñ Y qui est compatible avec
la paire ps,σq, i.e. tel que σ ˝ g “ g ˝ s.

Le problème fondamental de la théorie est la classification des variétés complexes
Réelles à biholomorphismes Réels.

Le groupe des biholomorphismes Réels d’une variété complexe Réelle pX, sq est
le sous-groupe

AutpX, sq – tf : X Ñ X| f est un biholomorphisme et f ˝ s “ s ˝ fu
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du groupe de biholomorphismes AuthpXq.

Les objectifs de cette présentation sont les suivants :

(O1) Donner une classification complète des surfaces de Hopf primaires Réelles
(à biholomorphismes Réels) avec une description explicite de l’ensemble des
classes d’isomorphismes.

(O2) Décrire explicitement, pour toute surface de Hopf primaire Réelle pH, sq, son
groupe des automorphismes holomorphes Réels AutpH, sq Ă AuthpHq.

(O3) Classifier topologiquement les surfaces de Hopf primaires Réelles et, pour
toute surface de Hopf primaire Réelle pH, sq, décrire explicitement le lieu des
points fixes (réels) Hs et le quotient H{xsy.

Pour (O1), rappelons tout d’abord que [BHPV] :

Définition 0.8. Une surface de Hopf primaire est une surface complexe compacte
H dont le revêtement universel est biholomorphe à W – C2zt0u et dont le groupe
fondamental est isomorphe à Z.

D’après un théorème fondamental de Kodaira [Ko1], il en résulte que toute sur-
face de Hopf primaire est biholomorphe à W {xfy où f est un biholomorphisme de
la forme

fpz, wq “ pαz ` λwn,βwq

où
0 ă |α| ď |β| ă 1, n P N, λpα ´ βnq “ 0.

Si les coefficients de f sont réels, la conjugaison standard c : W Ñ W induit
évidemment une structure Réelle sur Hf . Nous verrons qu’il existe des classes
intéressantes des surfaces de Hopf primaires Réelles qui ne sont pas de ce type.
De plus, il existe des surfaces de Hopf primaires Réelles définies par des contrac-
tions holomorphes f dont les coefficients ne sont pas réels.

Remarquons tout d’abord que le théorème de Kodaira ne donne pas une clas-
sification précise des surfaces de Hopf primaires, car il n’est pas clair sous quelles
conditions les surfaces associées à deux 4-uplets pα,β,λ, nq, pα1,β1,λ1, n1q comme
ci-dessus sont biholomorphes.

D’après [We], nous introduisons cinq classes de contractions holomorphes :

IV –
"

f : W Ñ W | f

ˆ

z
w

˙

“

ˆ

αz
αw

˙

0 ă |α| ă 1

*

,

III –
"

f : W Ñ W | f

ˆ

z
w

˙

“

ˆ

δrz
δw

˙

r P Ně2, 0 ă |δ| ă 1

*

,

IIa –
"

f : W Ñ W | f

ˆ

z
w

˙

“

ˆ

δrz ` wr

δw

˙

r P Ně2, 0 ă |δ| ă 1

*

,

IIb –
"

f : W Ñ W | f

ˆ

z
w

˙

“

ˆ

αz ` w
αw

˙

0 ă |α| ă 1

*

,

IIc –
"

f : W Ñ W | f

ˆ

z
w

˙

“

ˆ

αz
δw

˙

0 ă |α| ă 1
0 ă |δ| ă 1

, α ‰ δr @r P N
*

.

(1)

L’application
IV Y III Y IIa Y IIb Y IIc Q f ÞÑ rHf s (2)

qui associe à une contraction holomorphe f la classe de biholomorphisme de la
surface de Hopf correspondante Hf est surjective, mais pas injective. En effet, les
contractions f , f 1 P IIc associées aux paires pα, δq, pα1, δ1q “ pδ,αq sont biholo-
morphes. Notez que cette exception à l’injectivité n’est pas mentionnée dans [We].
En fait, dans [We], la classe IIc est définie en imposant la condition |α| ă |δ|.
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Malheureusement, avec cette définition restrictive de IIc, on perd la surjectivité de
l’application (2), car les types de biholomorphismes des surfaces de Hopf associées
aux paires pα, δq satisfaisant

0 ă |α| “ |δ| ă 1, α ‰ δr @r P N (3)

n’appartiennent pas à son image. Cette remarque est importante pour nos buts, car
c’est précisément dans la sous-classe de IIc définie dans (3) - la sous-classe omise
dans [We] - que nous trouverons des contractions f pour lesquelles Hf admet des
structures Réelles bien que les coefficients de f ne sont pas réels.

Notre première étape dans la classification des structures Réelles sur les surfaces
de Hopf primaires est de les diviser en deux classes : une structure Réelle φ sur Hf

sera appelée paire (impaire) si elle admet un relevé φ̂ : W Ñ W tel que φ2 “ idW
(respectivement φ2 “ f).

En ce qui concerne (O2), nous donnerons des descriptions explicites du groupe
des automorphismes AutpX, sq de toutes les surfaces de Hopf primaires Réelles. Par
exemple, lorsque f P IV avec un coefficient négatif α, nous obtenons AutpHf , sf q »
Spincp3q, où sf désigne la structure Réelle impaire canonique sur Hf .

Nos résultats pour l’objectif (O3) donnent une classification différentielle complète
des surfaces de Hopf primaires Réelles. Le résultat final est le suivant :

— Toute surface de Hopf primaire Réelle paire pX, sq est difféomorphe d’une
manière équivariante soit à

`

S1 ˆ S3, pζ, pu, vqq ÞÑ pζ, pū, v̄qq
˘

,

soit à
`

S1 ˆ S3, pζ, pu, vqq ÞÑ pζ, pū, ζ v̄qq
˘

.

— Toute surface de Hopf primaire Réelle impaire pX, sq est difféomorphe d’une
manière équivariante à

`

S1 ˆ S3, pζ, Zq ÞÑ p´ζ, Zq
˘

.

L’idée principale de la démonstration de ce résultat de classification est la sui-
vante : pour une contraction f P IV Y III Y IIa Y IIb Y IIc avec des coeffi-
cients réels et des coefficients diagonaux positifs, nous construisons un groupe de
difféomorphismes à 1-paramètre pf tqtPR de W agissant librement sur W de telle
sorte que f “ f1. De plus, nous construisons également une sous-variété compacte
Σ Ă W de dimension 3 qui est transversale aux trajectoires de ce groupe et peut
être identifiée à S3 via un difféomorphisme qui commute avec la conjugaison et les
involutions pz, wq ÞÑ p˘z,˘wq.

Enfin, nous montrons que :
— Le lieu réel Xs d’une surface de Hopf primaire Réelle paire pX, sq est soit un

tore, soit une bouteille de Klein, tandis que le lieu réel d’une surface de Hopf
primaire Réelle impaire est toujours vide.

— Le quotient X{xsy associé à une surface de Hopf primaire Réelle pX, sq est
toujours homéomorphe à S1 ˆ S3, et nous décrivons la position du lieu des
points fixes Xs dans ce quotient.

D’après le théorème équivariante de la tranche, pour toute surface complexe
Réelle pX, sq, le quotient X{xsy est une variété topologique de dimension 4.
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