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1 Courbes de Lorentz, de concentration et auto-calibration.

Nous considérons dans ce travail un contexte de régression classique dans lequel on a (i)
une variable aléatoire réponse Y a valeurs réelles et (ii) un ensemble de caractéristiques

Xi,...,X, regroupées dans un vecteur aléatoire X a valeurs dans RP. La structure de
dépendance a l'intérieur du vecteur aléatoire (Y, X7, ..., X,) est ici exploitée pour extraire
I'information contenue dans X a propos de Y. Soit

n(X) = E[Y|X]

I’espérance conditionnelle de Y sachant X et soit
m:RPF - R
X — m(x)

un estimateur de E[Y|X = x]|. On peut associer a cet estimateur 7, deux courbes qui

seront importantes ici:
e la courbe de concentration de ;(X) par rapport a m(X) définie par

E [u(X)I[i(X) < F5'(a)]]

a— CClu(X),m(X);a] = (X)) , ae(0,1),
ou F>" est la fonction quantile associée a m(X) et
e la courbe de Lorenz associée a m(X) définie par
a— LCm(X); o] = CCIm(X), m(X); o
_ B[RO < Pl o




En assurance, L’estimateur m de la fonction de régression a pour objectif d’étre utilisée
comme un prime et il est donc naturel que la somme des primes correspondent le plus possi-
ble a la somme des pertes réelles. Ceci conduit naturellement au concept d’autocalibration.
L’estimateur m est dit auto-calibré si et seulement si

E[Y|m(X) =m] =m

pour tout m € R. Comme nous allons le décrire dans la prochaine Section, les courbes
de concentration et de Lorenz vont étre utilisée pour tester ’auto-calibration. Plus
précisément, nous fournissons ci-dessous un test fondé sur la comparaison de fonctions
aléatoires.

1.1 Procédure de test pour I’auto-calibration

Nous avons que
CClu(X),m(X); a] = LC[m(X); ajpour tout «

si et seulement si la version non-biaisée de m donnée par Munpiasea (X ) = %ﬁ”g(X )
est auto-calibrée. Nous utilisons ci-dessous cette caractérisation en comparant des version
empirique des courbes de concentration et de Lorenz. Cette caractérisation de l'auto-
calibration via les courbes de performance nous permet de proposer une procédure de test
pour 'auto-calibration & partir de n copies i.i.d. (Y1, X1),..., (Y, X,) de (Y, X). Plus

précisément, nous souhaitons tester I’hypothese nulle :

Ho : CO[u(X), m(X); o] = LC[m(X); a] pour tout a € (0,1)
contre I’hypothese alternative :

Hy : COlu(X), m(X); a] # LC[m(X); a] pour un « € (0, 1).

La procédure de test est donc naturellement basée sur la différence entre les versions
empiriques des courbes de Lorenz et de concentration, définies comme suit :

n

1

CClu(X), (X ) 0] = —= D Vi I [A(X) < Fpl(a)], a € (0.1),
et .
LO[R(X)sa] = —— S (X)) 1 [(X0) < Fi'(@)], a € (0,1),

Plus précisément, I'hypothese nulle est rejetée pour de grandes valeurs de la statistique
de test suivante :
T = sup,e(o,1) T ()],



ou

T(@) = v/ (CClu(X), (X); o] — LCl(X);a]

_ zn: (K _ X i)) I[(X,) < F:'(a)

, Y m
i=1

On peut ensuite dériver le comportement assymptotique du processus T, («). En
supposant que (Y;, m(X;)), i« = 1,2,...,n, sont tels que : E[Y;] # 0, E[m(X,)] # 0,
E[m?(X;)] < oo et E[Y?] < oo. Alors sous I'hypothese nulle, T, () converge vers un
processus gaussien de moyenne zero et de covariance

Clag, ag) = v'(aq, az)X(ay, ag)v(ag, as).

avec (en supposant que toutes ces quantités existent et sont finies) :

Zifa) = Y; I[A(X:) < Fi()] and Wi(a) = m(X,) I[(X:) < Fi'(a)].
Y(aq, ) la matrice de covariance du vecteur aléatoire
(m(X5),Yi, Zi(an), Wilen), Zi(as), Wi(az))',
pour (ay,az) € (0,1)? et enfin

— e7418(2041) _ ezggl) 6?;1 6;11 0 0 !
v(a,02) = | o6y eon) EERRN
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ou

e, = BlYi], e, =E[m(X;)], e.(a) = E[Z;(a)] and e, (a) = E[W;(«)].
La procédure de test rejette donc I'hypothese nulle si 7 > ¢z ot 3 est un niveau de con-
fiance fixé tel que P[sup,e(o1)|Tn()| > c5] = B sous I'hypothese nulle. On ne peut pas

calculer ¢4 car la distribution de (Y;, m (X)) reste inconnue. Nous utilisons néanmoins
ce résultat pour fournir une procédure bootstrap.
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