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Résumé. En 1949, Loewner prouva une célebre inégalité : la systole de tout tore
riemannien de dimension 2 est controlée par son aire. La généralisation de cette inégalité
au cadre de la géométrie de Finsler conduit a une grande variété de résultats. Dans
cet exposé je présenterai les différentes inégalités isosystoliques connues pour les tores de
Finsler bidimensionnels impliquant les deux principales notions d’aire en géométrie de
Finsler : l'aire de Busemann-Hausdorff et ’aire de Holmes-Thompson. Je completerai
également le tableau en présentant une nouvelle inégalité isosystolique pour les tores de
Finlser réversibles et pour I'aire de Busemann-Hausdorff.

Mots-clés. Aire de Busemann-Hausdorff, aire de Holmes-Thompson, inégalité isosys-
tolique, métrique de Finsler, systole.

Abstract. In 1949, Loewner discovered a much celebrated inequality: the systole
of any Riemannian torus of dimension 2 is controlled by its area. The generalization of
this inequality to the Finsler framework results in a wide variety of results. In this talk
I will survey the different known isosystolic inequalities on two-dimensional Finsler tori
involving the two main notions of area in Finsler geometry: the Busemann-Hausdorff
area and the Holmes-Thompson area. I will also complete the picture by presenting a
new isosystolic inequality on reversible Finsler 2-tori for the Busemann-Hausdorff area.

Keywords. Busemann-Hausdorff area, Holmes-Thompson area, isosystolic inequality,
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1 L’inégalité de Loewner

Soit ¥ une surface fermée et non simplement connexe munie d’une métrique riemannienne
g. La systole de ¥ désigne la plus petite longueur d'une courbe fermée non contractile, et
on la note par sys(%, g).

(2, 9)

Figure 1: La systole sur une surface (X, g) (d’un tore, plus précisement).

Loewner en 1949 (non publié, voir [Gromov 1996] pour une preuve) démontra une
propriété des tores riemanniens : la systole de tout tore riemannien (T?,g) est toujours
controlée par son aire A(T?, g). Plus précisement, il prouva que pour toute métrique g
sur T?

A0 > Loyt ) )

olt 'on a égalité si et seulement si (T2, g) est un tore plat obtenu comme le quotient du
plan euclidien par un réseau hexagonal.

Cette inégalité fut le premier exemple d’inégalité isosystolique (que I'on peut inter-
preter comme une borne inferieure strictement positive pour le quotient A /sys?, souvent
appellé aire systolique), et donna naissance a la géométrie systolique, qui vise a généraliser
ce type d’inégalités. Une possibilité consiste a étudier si une inégalité de ce type existe
lorsque 1’on considere une classe plus large de métriques sur le tore, plus précisement, les
métriques de Finsler sur T?.

2 Meétriques de Finsler

Rappelons qu'une métrique de Finsler F' sur T? est la donnée d'une normd] [|-||, sur
chaque espace tangent 7, T2, de la méme facon qu'une métrique riemannienne le munit

!Contrairement & la convention standard, nous entendons par norme une fonction positive en dehors
de l'origine, convexe et positivement homogene, et nous n’exigeons donc pas qu’elle soit symétrique.



d’un produit scalaire. Lorsque chacune de ces normes ||-||, est symmétrique, on dira que
F est réversible.

Comme on pouvait s’y attendre, une métrique de Finsler F' continue d’étre un objet de
nature géométrique. Notamment, elle nous permet de mesurer des longueurs de courbes,
et en particulier induit de mani¢re naturelle une notion de systole sys(T?, F'). D’autre
part, et contrairement au cas riemannien, il n’existe pas de notion d’aire canonique pour
les surfaces de Finsler. Nous nous intéresserons a deux des notions d’aire les plus utilisées
en géométrie de Finsler : l'aire de Busemann-Hausdorff (qui coincide avec la mesure
de Hausdorff dans le cas réversible) et 'aire de Holmes-Thompson (liée au volume de
Liouville), que I'on note respectivement Agy et Agr.

3 Inégalités isosystoliques pour les tores de Finsler

Nous nous intéressons donc a la question suivante : pour une certaine classe F de
métriques de Finsler sur le T?, existe-t-il une constante positive C' telle que pour toute
métrique F' dans F laire systolique vérifie I'inégalité isosystolique suivante

A,

sys?

(T*,F) > C (2)

ou * = BH ou HT?

Si on a égalité pour une certaine métrique de Finsler dans F, alors on dit que l'inégalité
isosystolique est optimale. Si une telle C' n’existe pas, on dit que la classe de métriques F
est systoliquement souple. F pourrait étre, par exemple, la classe de métriques de Finsler
réversibles sur T2, ou encore la classe de métriques plates.

Table 1: Constantes isosystoliques optimales pour des différentes classes de métriques de
Finsler.

Réversibles Possiblement non réversibles
Métriques Loewner 1949 (non publ.)
. h X
riemanniennes V3/2

Métriques Finsler Ouvert Souplesse systolique
Agn ? 0

Métriques Finsler [Sabourau 2010] [Alvarez - Balacheff - Tzanev 2016]
Apt 2/ 3/2m

La Table[I]résume les constantes optimales connues pour certaines classes de métriques.
Chacune des trois inégalités isystoliques presentées est en fait obtenue par réduction au
cas plat, ou I'inégalité était préalablement connue.

3



Nous complétons ensuite le tableau avec le résultat suivant.

Theorem 1 ([Balacheff -"S 2023]) Soit F' une métrique de Finsler réversible sur T?.
Alors on a l'inégalité isosystolique optimale suivante:

Apy (T2 F) > %sys2(T2, F) (3)

pour laquelle on a égalité si (T?, F) est obtenu comme le quotient de R* muni de la norme
infini |||, par Uaction par des translations de Z2.
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